
Iterativne metode:

Polazeći od proizvoljnog vektora x0, rekurentnom formulom xk+1 = Gk(x0, ...xk) odre -duje se niz
vektora koji pod odre -denim uslovima konvergiraju ka rešenju sistema Ax = b.

Ako Gk zavisi od xk, ...xk−l, a ne zavisi od xk−l, ...x0, tj. xk+1 = G(xk−l, ..., xk) onda se ona
naziva (l+1) - slojnom metodom.

Ako Gk ne zavisi od k onda je stacionarna metoda.

Red metode (p) definǐse se kao: ||x∗ − xn+1|| ≤ C · ||xn+1 − xn||p, C = const.

Neka je G operator koji preslikava kompletan normiran prostor B u samog sebe.
Nepokretna tačka operatora G je svaka tačka x ∈ B za koju je x = G(x).
G je operator kontrakcije u zatvorenoj lopti S(x0, r) = {x| ||x − x0|| ≤ r} ⊂ B ako postoji
q ∈ R, 0 ≤ q < 1 takvo da ||G(x)−G(y)|| ≤ q · ||x− y||.
Takvo q se naziva koeficijentom kontrakcije.

Banahova teorema o nepokretnoj tački
Neka je G operator kontrakcije u S(x0, r) sa koeficijentom kontrakcije q i neka je x0 takvo da je
1

1−q
||G(x0)− x0|| ≡ r0 ≤ r. Tada važi:

1) Niz {xn} odre -den rekurentnom formulom xk+1 = G(xk), k = 0, 1, ... konvergira ka nekoj tački
x∗ ∈ S(x0, r0).
2) x∗ je nepokretna tačka operatora G.
3) x∗ je jedinstvena nepokretna tačka operatora G u S(x0, r).
4) Apriorna ocena greške ||x∗ − xn|| ≤ qn

1−q
||x1 − x0||.

Aposteriorna ocena greške ||x∗ − xn+1|| ≤ q
1−q

||xn+1 − xn||.

Dokaz:

1) Dokažimo najpre indukcijom da iteracije xk = G(xk−1) pripadaju S(x0, r0).
Za k = 1:
1

1−q
||G(x0)− x0|| = r0 ≤ r \ · (1− q)

=⇒ ||x1 − x0|| = (1− q) · r0 ≤ r0 jer je 0 ≤ q < 1
=⇒ x1 ∈ S(x0, r0)

k =⇒ k + 1 ?
x1, ..., xk ∈ S(x0, r0) =⇒ xk+1 ∈ S(x0, r0) ?



||xk+1 − xk|| = ||G(xk)−G(xk−1)||
≤ q||xk − xk−1|| jer je kontrakcija

= q||G(xk−1)−G(xk−2)||
≤ q2||xk−1 − xk−2||
≤ ...

≤ qk||x1 − x0||
= qk(1− q)r0 (⋆)

||xk+1 − x0|| ≤ ||xk+1 − xk||+ ||xk − xk−1||+ ...+ ||x1 − x0||
≤ qk(1− q)r0 + qk−1(1− q)r0 + ...+ q0(1− q)r0 na osnovu (⋆)

= (1− q)r0(q
k + qk−1 + ...+ q + 1)

= r0(1− q)
1− qk+1

1− q
parcijalna suma geometrijskog reda

k∑
n=0

qn =
1− qk+1

1− q

= (1− qk+1)r0

≤ r0

=⇒ xk+1 ∈ S(x0, r0).

Dokažimo sada je niy {xn} konvergira tako što ćemo da dokažemo da je Košijev. Za proizvoljno
m > k:

||xm − xk|| ≤ ||xm − xm−1||+ ||xm−1 − xm−2||+ ...+ ||xk+1 − xk||
≤ qm−1(1− q)r0 + qm−2(1− q)r0 + ...+ qk(1− q)r0 na osnovu (⋆)

= qk(1− q)r0(q
m−k−1 + qm−k−2 + ...+ q + 1)

= qk(1− q)r0

m−k−1∑
j=0

qj

≤ qk(1− q)r0

∞∑
j=0

qj

= qkr0(1− q)
1

1− q
geometrijski red

∞∑
n=0

qn =
1

1− q

= qkr0 −→ 0, kada k → ∞ (⋄)

=⇒ {xk} je Košijev =⇒ konvergira ka nekoj tački x∗ ∈ S(x0, r0) jer je S ⊂ B zatvoren, a B je
kompletan.



2) Ocenimo rastojanje tačaka x∗ i G(x∗):

||x∗ −G(x∗)|| = ||x∗ − xk+1 + xk+1 −G(x∗)||
≤ ||x∗ − xk+1||+ ||xk+1 −G(x∗)||
= ||x∗ − xk+1||+ ||G(xk)−G(x∗)||
≤ ||x∗ − xk+1||+ q||xk − x∗||
≤ qk+1r0 + q · qkr0 na osnovu (⋄)
= 2qk+1r0 −→ 0 kada k −→ ∞

=⇒ ||x∗ −G(x∗)|| = 0 ⇐⇒ x∗ −G(x∗) = 0
=⇒ x∗ = G(x∗).

3) PPS: postoje dve nepokretne tačke x∗ ̸= x̄ takve da x∗, x̄ ∈ S i x∗ = G(x∗), x̄ = G(x̄).

||x̄− x∗|| = ||G(x̄)−G(x∗)|| ≤ q||x̄− x∗|| < ||x̄− x∗||

=⇒ ||x̄− x∗|| < ||x̄− x∗||, jer je q < 1 =⇒ kontradikcija.

4) Apriorna ocena greške:
Iz (⋄): ||xm − xn|| ≤ qnr0 \ lim

m→∞

lim
m→∞

||xm − xn|| = ||x∗ − xn|| ≤ qnr0

= qn
1

1− q
||G(x0)− x0||

=
qn

1− q
||x1 − x0||

Dodatno, broj iteracija koji je potrebno uraditi da bi se postigla tačnost ε: n ≥
ln

ε(1−q)
||x1−x0||
ln q

Aposteriorna ocena greške:

||xn+1 − x∗|| = ||G(xn)−G(x∗)||
≤ q||xn − x∗||
= q||xn − xn+1 + xn+1 − x∗||
≤ q(||xn+1 − xn||+ ||xn+1 − x∗||)

=⇒ ||xn+1 − x∗|| − q||xn+1 − x∗|| ≤ q||xn+1 − xn||
=⇒ (1− q)||xn+1 − x∗|| ≤ q||xn+1 − xn||
=⇒ ||x∗ − xn+1|| ≤ q

1−q
||xn+1 − xn||


